Cislo 3 Zimny semester 38. ro¢nika (2013/2014)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Ahojte StromaAci!

Citite to? Ze ¢o? Velmi dobra otézka. Pretoze ovzdusim sa nesie hned niekolko
dolezitych pachov. Zdrojom toho prvého je pycha vitazov, ktori nielenze Sikovne
zdolali vSetky nase ulohy, no vysldZili si aj popredné miesto na bliziacom sa sustre-
deni. Pri¢inou d'alSieho je smutok porazenych, ktorym Zeldme vela Stastia v dalSich
séridch. Nemusia v3ak privelmi trdchlit, pretoZe do nosov sa nesie uz aj aréma
Vianog, a s fou kolace, koledy, darceky, rodinnd pohoda a iné prijemné veci. Malu
ochutndvku toho vsetkého ndjdete aj na Maxiklube, tak snad sa tam uvidime.
Ak nie, tak vSetko dobré do nového roka!

Vasi STROMisti

Maxiklub

Chces sa schovat’ pred zimou, ¢i pokecat’ s niekym o neodolatelnej voni medovnikov zo Spajze? Prid’ na vianocny
Maxiklub, ktory sa bude konat' v sobotu 21.12.2013 od 13:00, na Jesennej 5 v KoSiciach, miestnost P19. Najdes tam
kopu svojich kamaratov a veddcich a, samozrejme, dobrd naladu. Budu ta ¢akat' aj nejaké tie dobroty a mozno aj
kapustnica. Nezabudni si so sebou zobrat’ vSetky nové historky, ¢i dobry kolacik :),

Tesime sa na teba! STROMisti

Hlasy

Skérnarodeni z vds simozno eSte pamadtaju na nasu tradiciu udelfovat’ extrémne origindlnym, ¢i neuveritelne krasnym
rieSeniam pozitivne hlasy. Udelovali sa aj zaporné, a to za opisovanie, ¢i necitatelné pismo. Rozhodli sme sa vratit’
k tomuto systému, pretoze Miro Stankovi¢ a Toméas Kekeridk si ich zasluzili. Ano, ich rieSenia boli naozaj také super.
A na sustredeniich budu ¢akat’ Specidlne ceny za toto vitazstvo v novej sitaznej kategdrii s ndzvom "Najvacsi poclet
hlasov".

RieSenia 2. série tloh Zimného semestra 38. ro¢nika

1. Majme ostrouhly trojuholnik ABC's |AB| = 12 cm a obsahom S = 24 cm?. Je v fiom vpisany 3tvorec tak, ze
jedna strana Stvorca leZi na strane AB a zvysné dva vrcholy na zvysnych dvoch stranach. Aka dlhd je strana
Stvorca?

Opravovali: RiSo Trembecky a Tomas Babej Pocet riesitelov: 43
Riesenie:

KedZe S = <3<, po dosadeni S a c dostdvame 24 = % ateda v, = 4. Oznadme si stranu Stvorca x. Strana Stvorca

na strane c vytina dve Usecky, jednu si oznacme y. Vidime, Ze nds Stvorec vysekdva z trojuholnika ABC dalSie tri
mensie trojuholniky, preto si obsah .S vieme zapisat’ ako obsah Stvorca + obsah troch trojuholnikov:
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24 = 2?+ax(d—12)/2+yx/2+ (12— 2 —y)z/2
24 = 2% +21—2%/2 +2y/2+ 62 —22/2 — 2Y/2
24 = 8z

r = 3

Komentdr: Vyskytli sa dve rodiny rieSeni - hore uvedené algebraické, a dalSie, ktoré vyuzivalo podobnost.

2. Urcte, di existuje prirodzené Cislo k také, Ze v3etky kladné celé ¢isla od 1 do k vieme rozdelit do dvoch skupin
tak, Ze ak v kaZdej skupine ¢isla vhodne usporiadame za sebou (v nejakom poradi bez medzier), tak sa vytvoria
dve nové disla, ktoré st rovnaké.

Opravoval: Robco Téth Pocet riesitelov: 23
RieSenie:

Predpokladajme, Ze existuje také k. Je zrejmé, ze k > 10, ked'Ze ¢isla od 1 do 9 nikdy nemaju opakujtce sa cifry.
Predpokladajme, Ze 10™ je najvé¢sia mocnina &isla 10 mensia alebo rovnd k, to znamena 10" < k < 10"+, Potom
10™ musi patrit’ do jednej z mnozin, a teda vzniknuté cislo z tejto mnoZiny musi mat’ v rade za sebou n ndl, pred
ktorymi je Cislica 1. Ked'ze prirodzené &isla nie sU zapisované s nulami na zaciatku, tento retazec jednotky a n ndl
sa nemohol vytvorit'v druhom ¢isle pridanim dvoch, alebo viacerych prirodzenych Cisel, takZe sa takyto retazec musi
vytvorit' z jedného prirodzeného ¢isla. NajbliZ$ie najmensie prirodzené &islo obsahujlce takyto ret'azec je viak 107 1.
Cize ak by ¢&isla mali byt zhodné, v druhej mnoZine by sme museli pouzit' &islo vacsie, alebo rovné 10"+, To by ale
znamenalo, Ze 10"+ < k, a to je spor s predpokladom. Takéto prirodzené ¢&islo teda neexistuje.

Komentdr: RieSenia boli takmer vsetky spravne, ale replika "a takto to pojde az do nekonecna, takZe ni¢ z toho"
nie je velmi exaktnou matematickou cestou, ako niekoho o nie¢om naozaj presvedcit, lebo do nekone¢na sa nikdy
nedostane :)

3. Bod D leZi na priemere AB polkruznice k. Kolmica na AB prechadzajiica bodom D pretina k v bode C. Dizky
kruznicovych oblikov AC' a C'B st v pomere 1:2. Njdite hodnotu pomeru |AD| : |DB|.

Opravovali: Janka Baranova a Ivka Gaskova Pocet riesitelov: 42
Riesenie:

V nasledujicom texte budeme ako uhol oblika XY kruZnice k rozumiet’ velkost uhla, ktory zvieraju spojnice bodov
X aY so stredom k. Dizka obltiku kruznice sa d4 vyjadrit ako 7u,/360°, kde r je polomer kruZnice a u uhol obluku.
Pomer diZok dvoch obltkov tej istej kruZnice teda vyjadruje zaroveri aj pomer ich uhlov. TakZe vieme, e pomer
velkosti uhlov oblikov AC' a CB je 1 : 2. KedZze uhol oblika AB je 180° (AB je priemerom), uhol AC je 60° a uhol
CBje120°. Nech S je stredom kruznice k. AS a .SC maju rovnaku velkost a zvieraju uhol 60°, takZe trojuholnik ASC
je rovnostranny. Z vlastnosti vySky v rovnostrannom trojuholniku je zrejmé, Ze bod D sa nachddza v strede lsecky
AS. AS ma rovnaku velkost ako SB a AD rovnaku ako DS, pomer [AD| : |DB|jetedal : 3.

Komentdr: Uloha mnohym z vés nerobila Ziadne problémy, o ¢om sved¢i aj velky pocet 9-bodovych riesent.

4. Na stole su tri tyce oznacené pismenami A, B a C. Na tyci A je nastoknutych 10 deravych minci. Kazda ma
ind velkost' a su zoradené od najmensej naspodku po najvacsiu na vrchu. Na ostatnych tyciach nie je Ziadna
minca. Na kolko najmenej presunuti sa da tychto 10 minci presunit na ty¢ C, ak vidy mbézeme presuvat’ iba
jednu mincu naraz, nikdy nemézeme polozZit' mensiu na vacsiu a jediné dovolené presuny st medzi ty¢ami Aa B
a medzi ty¢ami Ba C?

Opravovali: Matus Hlavacik a Peter MiloSovi¢ Pocet riesitelov: 29
Riesenie:

Ako prvé si musime uvedomit, Ze ak sa pocas celého procesu stane, Ze mince su na tyciach rozostavené tak, ako uz
niekedy boli, zaru¢ene nejde o najmensi moZny pocet presunov. Pri takychto Glohdch ma zvycajne obrovsky zmysel
vyskusat’ si to na jednoduchsich pripadoch, napr. pre 3 mince. Ak to totiz ¢lovek vyskusa, zisti, Ze presun troch minci
uzko suvisi s presunom dvoch minci - najmensiu tretiu mincu totiz nemozno presunut nikde, pokial nepresunieme
vacsie dve. Tvdrme sa teda nachvilu, Ze pozndme rieSenie Glohy pre mensi pocet minci - devat' - a oznaéme ho f(9).
Ako vyzera situdacia, v ktorej sa snazime prvy krat posunut’ desiatu mincu? Na tyci A musi byt’ len tato minca, lebo
inac¢ by sme fflou nemohli hybat’. Na tyc¢i B nemdze byt Ziadna, pretoze jediné miesto, kam mincu moéZeme presunut,
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je ty¢ B a na vadsiu mincu tuto pokladat neméZeme. Je teda zrejmé, Ze vSetky ostatné mince lezia usporiadane na
tyci C. To ale znamend, Ze sme doposial spravili aspori f(9) tahov a ak sa snazime pocet tahov minimalizovat, tak
optimdlne presne tolko. Presurime teda najmensiu mincu na ty¢ B. Aby sme ju mohli presunudt’ na ty¢ C, opat’ musi
nastat’ obdobnd situdcia - na tyci A su vietky okrem nej, na tyci B je len ona a na tyci C nie je ni¢. Minimalny pocet
presunov, ktoré teraz potrebujeme, je tiez f(9), stadi silen uvedomit, Ze dloha je symetrickd vzhladom natyée Aa C.
Presurime teraz najmensiu mincu na ty¢ C. Aky najmensi pocet krokov treba, aby sme tam dostali aj zvySok veze?
Odpoved je opat’ f(9). Ukazali sme teda, Ze f(10) = 3f(9) + 2.

Kazdému je zrejmé, Ze tato Givaha sa da zovseobecnit na lubovolny pocet minci (f(n+ 1) = 3f(n) +2.) ajediné, ¢o
potrebujeme k UspeSnému zdolaniu ulohy, je zistit, kol’ko najmenej treba presunov pre jednu jedind mincu. Jednu
presunieme na dva tahy. Zvysok dordata napriklad nas kamardat pocitac, alebo kalkulacka :) 59048!!!

Komentdr: Rekurentny vztah bol pre mnohych nezaujimavy a pustili sa hned do dokazovania vSeobecného riese-
nia tejto ulohy, ktory bol zavisly iba od poctu vSetkych minci. To je v poriadku, no uvitame, ak budete spokojni
s akymkolvek spravnym rieSenim. Pri predvadzani sa sa totiz moZe l'ahko stat, Ze v niektorom z alternativnych
rieSeni spravite zbytoc¢nu chybu. ESte raz sa ospravedIfiujeme za p6vodné, chybné zadanie, ktoré sa asi napriek nasej
snahe nestihlo dostat’ ku vietkym riesitefom. Alebo mame verit, Ze si niekto necita pozorne upozornenia v ¢asopise
so vzorovymi rieSeniami?

5. Najdite vietky kladné celé ¢&isla x, y, z, pre ktoré plati 4% + 3Y = 22.

Opravoval: Matus Stehlik Pocet riesitelov: 24
Riesenie:
Upravme rovnost' 4% + 3¥ = 22 <= 22% 4+ 3¥ = 22 natvar

3Y = (2 — 2%)(= +2%),

na lavej strane je mocnina 3, teda musi byt aj na pravej. Kedze z,y, z > 1, tak (z 4+ 2%) a (z — 2%) st r6zne mocniny
3. Ich rozdiel je 21, ¢o nie je delitelné 3, preto musi byt mensie z nich rovné 1 = 3° (inak by boli obe delitelné 3
a teda aj ich rozdiel). Takze

1=2z-2° 3V =z42"

odtial dosadenim z z prvej rovnice do druhej médme
3V —1=2"" (1)
Teraz rozoberieme dva pripady.
* yje péarne, nech y = 2k. Vztah (1) mézeme upravit’ na tvar
(3F —1)(3% 4 1) = 2oFL,

Cinitele na l'avej strane musia byt mocniny 2 s rozdielom 2. Jediné také sti2za 4, ¢ize 3" — 1 =2a3F +1 =4.
To sa realizuje pre k = 1. Lahko dopoditame (z,y, z) = (2,2, 5) a overime, Ze je to naozaj rieSenie.

* yje neparne, nech y=2k+1. Vztah (1) mézeme po vynasobeni 3 upravit' na tvar
(3FFL —1)(3M 1) = 2(3- 27 + 1).

Vsimnime si, Ze lava strana je delitelna 4 (lebo mocniny 3 davaju po deleni 4 len zvysky 4-1) a prava strana urcite
delitelnd 4 nie je (lebo je v tvare 2 krat neparne cislo). Pre nepdrne y teda Ziadne rieSenia nie su.

jediné rieSeniejexz =2,y =2,z = 5.

Komentadr: To, Ze 4 sa d napisat ako 22 si viimol takmer kazdy. Problémy viak nastali pri otézke: Co spravit's neparnym
y? Niektorf sa to snazili ututlat a urobili rozklad 2¥ = (z — 3%/2)(z + 3/2) bez toho, aby rozobrali neparne y, o viak
nefunguje, lebo jednotlivé Cinitele potom nemusia byt celociselné, a teda sa nemo6Zeme bavit’ o nejakej delitelnosti.
Asi jedind cesta ako tento zradny pripad vyrieSit' viedla cez delitelnost’ 4, resp. zvysky po delenf 4.

6. DokaZte, Ze neexistuje takd funcia f: Rt — R™T, Ze pre vietky kladné redlne z, y plati:

F(f(@))? = (f() +y)f(x +y)

strom@strom. sk
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Opravoval: Matus Stehlik Pocet riesitel'ov: 6
RieSenie:

(podla Miroslava Stankovica) Ako prvé si dokaZzeme pomocné tvrdenie, ktoré neskdr v rieSeni pouzijeme.

Lema: Ak funkcia f : RT — R je klesajlica, potom existuje d > 0 také, Ze f(d) > d. Pozn. toto d bude nejaké
dostato¢ne malé &islo, premyslite si!
Dékaz: Ukazeme spdsob ako ndjst’ takéto d. Oznaéme f(1) =6 > 0.

e Ak > 1, tak z toho, Ze f je klesajlica, mdme f(1/2) > f(1) > 1> 1/2. Tedad = %vyhovuje.
¢ Ak < 1,,ztoho, Ze f je klesajica, mdme f(0) > f(1) = 0, takZze d = § vyhovuje tvrdeniu. |
Teraz ukazeme, Ze funkcia f je klesajica. Nech a, b € (R), pricom a > b. Oznalme

b b b

y1=a— 5, Y2 = 3,

Ty 2 2

zrejme su to kladné ¢isla. Vztah zo zadania plati pre vSetky kladné ¢isla, teda plati aj ked miesto (x,y) dosadime
dvojice (z,y1) a (z, y2). Postupne z prvého a druhého dosadenia dostavame rovnosti

(f(@) +y1) f(@+y1) = f(f(2)° = (f(2) + y2) f (= + y2),

po spatnej substittcii mame
b b b, b
(f(5)+a—5)f(@) = (F(5) + 2)(b). (%)
KedZe a > b, tak f(%) +a— % > f(%)+ %, tedaaby v (%) platila rovnost, musi byt f(a) < f(b). Toto plati pre
l'ubovolntd volbu a > b, takze f je klesajuca.

Podla lemy existuje nejaké d > 0, Zze f(d) > d. Tato nerovnost’ si doplfime na rovnost pomocou A > 0, nech
fld)=d+ A.
Do vztahu zo zadania dosadime za (z, y) dvojicu (d, A), mame

FUf()? = (f(d) + A)f(d+ A),

fld+A) = (d+2A)f(d+ A),
kedZe f(d + A) je kladné, tak m6Zeme poslednt rovnost predelit’ a dostaneme

fld+A)=(d+2A)

. Teraz si vS§imneme, Ze d + A > d a zaroven

fd)=d+ A <d+2A = f(d+A),

Co je spor s tym, ze f je klesajlca. Preto Ziadna funkcia vyhovujica zadaniu neexistuje.

Komentdr: Medzi rieSeniami bolo ovela populdrnejsie trosku iné, velmi neelegantné riesenie, ktoré robilo prakticky
toisté vySetrovanim trosku Skaredsich vyrazov. Uloha sa viak netesila velkému poctu rieseni, o mdZe suvisiet's tym,
Ze funkciondlne rovnice nie su prave najzndmejSou témou a nie su velmi pristupné menej skisenym rieSitelom. Je
to v8ak dobra prileZitost’ sa nieco naucit. Precitanim si nejakého par stranového materialu® o tejto téme by ste mali
ziskat’ dostatok vedomosti na vyrieSenie aj takejto ulohy.

"Kratka lekcia gréckej abecedy: § a A st postupne mala a velka delta.
2http://www.karlin.mff.cuni.cz/olympiada/anotace/musil.pdf
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Poradie po 2. sérii Zimného semestra 38. roc¢nika

P. Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H]| CS
1. Roman Stario 3.A GPoStKE |9 9 9 9 9 9 | 0| 107
1. Marko Puza 4. A GPoStKE | 9 9 8 9 9 9 |0 | 107
3. Miroslav Stankovic 4. A GPOStKE | 7 9 9 9 9 9 |1 ]106
4. Katarina Krajciova Septima GAlejKE |9 9 9 9 6 9| 0| 104
5. Tomas Kekeridk 2.B GKuzmKE |9 9 9 9 9 1| 1]102
6. Ludmila Simkové Oktdva | GP4&roNR |9 - 9 8 9 - | o | 89
7. Vladislav Vancdk OktdvaB | GAlejKE |9 9 9 9 - - 1o | 88
8. Lenka Kopfova 8. F ZHradCZ |9 - o9 8 - - |o0| 87
9. Slavomir Hanzely Sexta GMudrPO |7 9 8 2 6 - |0/ 83
10. Peter Kovdcs Septima GAlejkKE |9 6 9 - 9 - |0 76
11. | Zaneta Semanidinovd | SextaA | GAleKE |9 9 9 9 6 - |o| 75
12. Jozef Lukac 4. C GJiraBJ 9 - 7 4 4 - |0| 72
13. Matej Cerovsky 2. A GZitaBA |9 9 9 o0 5 1]o0]| 70
13. Alexander Ténai 3.A GPoStKE | 7 9 9 9 9 - |0 70
13. Kristina Mislanova Sexta A GAlejkKE |9 8 9 9 5 - |0 70
13. Jakub Mach 1. A GPOStKE | - - 9 9 - - |0 70
17. Tomas Kuzma Sexta GLi6oSC |9 - 8 9 9 - | 0| 67
18. Pavol Drotar 1. A GPoStKE | 4 - 9 9 - -] o| 66
19. Daniel Ondus Sexta A GAlejkKE |9 8 9 9 - - |0 65
20. Dominik Krasula Kvinta GKrnCZ - 8 8 1 4 -0 63
20. Zoltan Hanesz 1. A GPOStKE |9 - 9 - - - 10| 63
22. Milan Kubala 2. F GTajoBB |8 8 9 - - - ]o0]| 58
23. | Henrieta Michelova Sexta A GAlejKE | 9 9 9 5 - |0| 57
24. Samuel Krajci Tercia GAlejkKE |9 - 9 - - - |0 53
24. Jana Batoryovd OktdvaA | GAleg)KE |9 - 8 9 - - |0 53
24. Adam Urban 1. A GPOStKE |9 - - - - - 10| 53
24. Juraj Micko 1. A GPOoStKE |8 - 7 9 1 - |o| 53
28. Daniel Stasko 3. A GSev¢PO |4 8 6 6 - - |0/ 50
28. Matej Dujava 3. SB SPPIPO 8 - 9 6 1 -]o0] 50
28. Dorota JaroSova Septima GAlejkKE |9 7 9 8 - - |0 50
31. Eduard Lavus 1. C GAlejKE |9 - - - - - 10| 44
32. | Andrea Zenc¢uchova 3.B GMudrPO |9 - 8 - 5 - |o| 43
32. Jakub Gendi 1.A GPoStKE | 6 - 8 5 - - 1ol 43
34. Michal Pandy 1. A GPOStKE | 9 - - - - - o] 41
35. Daniel Kol 1. A GPOStKE | - - 9 - - - 10| 36
36. Floridn Hatala 3.A GPOoStKE |9 6 9 9 1 - | 0] 34
36. Jakub Jambrich Sexta GMudrPO |9 3 9 2 9 - | 0] 34
38. Radka BuSovska Sexta A GAlejKE 7 - 5 - - -|o]| 33
39. Marek Biros 3.B GMudrPO | 9 3 9 - 1 -] o| 32
39. Simon Sotak SextaA | GAlgKE | - - - - - - |o| 32
41. Andrea Fenkovd 3.A GPOStKE | - - - 7 - - 10| 29
42. Simon Van¢o 2.B GStarsL |9 - 8 - 1 - | o] 28
43. Anton Gromdczki 3.A GPoStKE |9 9 9 - - - 10| 27
44. Martin Rapavy OktavaA | CGAlejKE |9 8 9 - - - | 0| 26
44. Maros Polovka Oktava GKukuPP | 8 - - - - - o] 26
46. | Slavomira Macakova 3.B GSrobKE |9 - 9 - - - |o]| 25
47. | Sona Feciskaninovd Sexta A GAlejKE - - - - - -1]10] 20
47. Eduard Cuba Septima | GAlgKE |7 - 6 - 1 - |o0] 20
49. Dominik Drozd 3.A GDaxnVvT | - - - - - -] o| 18
49. J&n Kurimsky 2.B GSev¢PO | - - - - - - lo| 18
51. Jozef Janovec Septima GAlejKE |6 1 9 - - - | 0| 16
52. Jana Sadovska KvartaA | GMetoBA | - - - - - -l o] 14
53. Richard Pavcik 2. F GTgoBB | - - - - - -0 9
54. Jakub Hlavacik Sexta GAlejKE - - - - - ~-1o 8
55. | Alexandra Repikova Sexta A GAlejKE - - - - - ~-1o 3
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Pohar konstruktérov Zimného semestra 38. ro¢nika

P. | Skratka Skola P.r. | Body
1. GPostKE Gymnazium PoStova 9 042 52 KoSice 15 905
2. GAlejKE Gymnazium Alejovd 1 041 49 KoSice 19 893
3. | GMudrPO Gymnazium J. A. Raymana Mudroriova 20 081 93 PreSov 4 192
4. | GKuzmKE Gymnazium s v. j. mad. Kuzmdanyho 6 04174 KoSice 1 102
5. | GParoNR Gymndzium Parovskd 1 950 50 Nitra 1 89
6. ZHradCZ CzS sv. Ludmily Zdmecka 57 747 41 Hradec nad Moravici 1 87
7. GJiraBJ Gymndzium Jirdskova 12 085 70 Bardejov 1 72
8. | GZitaBA Sukromné gymnazium Zitavskd 1 821 07 Bratislava 214 1 70
9. | GSevePO Gymnazium sv. Moniky Tarasa Sevéenka 1080 01 PreSov 2 68
10. | GTajoBB Gymndzium J. G. Tajovského 25 974 01 Banska Bystrica 2 67
10. | GLi69SC Gymnazium A. Bernoldka Lichnerova 69 903 01 Senec 1 67
12. GKrnCZ Gymndzium Smetanov okruh 4 744 01 Krnov 1 63
13. | SPPIPO SPS elektrotechnickd Plzenska 1 080 01 PreSov 1 50
14. | GStarSL | Cirkevné gym. sv. Mikuld3a Stdrova 3 064 01 Stara Luboviia | 1 28
15. | GKukuPP Gymndzium Kukucinova 058 39 Poprad 1 26
16. | GSrobKE Gymnazium Srobarova 1 042 23 Kosice 1 25
17. | GDaxnVT Gymndzium Dr. Daxnera 88 093 13 Vranov nad Toplou 1 18
18. | GMetoBA Gymndzium Metodova 2 821 08 Bratislava 2 1 14

Za podporu a spolupracu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
o Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach
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